2. Teoremele lui Lagrange si Cauchy pentru grupuri finite

2. 1. Teorema lui Lagrange $i-te0rema lai Cauchy

2.1.1. Definitie Fie IT un subgrup al grupului (G,-). Se definesc relatiile de
echivalenta pH P (la stanga, zespecnv la dreapta) pe G, dupa cum urmeaza:
XPuy € X yéH Si xPppy < ¥’ 'eH
xH si Hx sunt clasele de echivalentd la stanga, respectiv la dreapta ale lui x in
raportcu H (yexH < xpyy §i ye Hx < x PHY)

Multimile G / py = {H, xH, yH, ..} si G/p‘'y ={H Hx, Hy, ...} sunt
multimile claselor de echivalentd la siangz, respectiv la dreapta in raport cu H

2.1.2. Observatii
1) Functia f:G/py— G/ p'y data prin relatia f(xH) = Hx ' este bijectiva,

|G / pH|—]G / pH’— |G : H] si se numeste indicele subgrupului H in
grupul G.

2) xHNnyH#0 < xH=yH

intr—adcva‘ir, dacd aexH m yH, atunci 3 hy, hyeH, astfel incat a = xh; = yvhs
Atunci X = yhyh ' si cum h,h ' €H, rezulta ca xeyH, asadar xH < yH.
Analog se demonstreazi cealaltd incluziune.

2.1.3. Definitie Fie N un subgrup al grupului (G,-). N se numeste subgrup
normal daca si numai dacd pentru orice x G, xN = Nx.

2.1.4. Observatii

1) Daca N este subgrup normal al lui G, G/ pn=G/p'n=G/N = {N, xN, yN, ...}

Se demonstreaza usor ca G / N este grup (numit grupul factor al lui G in raport
cu N) impreuna cu operatia ., definita astfel: xN-yN = (xy)N.

2) |G/N| =]|G:N|
3) Orice subgrup de indice 2 este normal.

Demonstratie: Fie N un subgrup de indice 2. Atunci G = N U xN (cu clasele
N s1 xN disjuncte) si de asemenea G =N U Nx (cu clasele N si Nx dlsjuncte)
Rezulta deci ca xN = Nx si N este subgrup normal.

2.1.5. Teorema lui Lagrange

Fie (G,-) un grup finit si H un subgrup al lui G. Atunci:
a) ord(H) / ord(G)

b) ord(G) =ord(H) ord(G / H)






