12. Exemple si contraexemple in analiza matematica

- Exemplele si contraexemplele in matematici reprezintd de multe ori
raspunsuri la o intensi dorin{a de a pune de acord intuiia cu rigoarea
rationamentului stiintific. Este verificat insd c3 intuitia ne joacd, nu de pufine
ori, feste si ci exemple nascute in urma unor eforturi indelungate sau din contra
apirute ca o revelatie, spulberd ceea ce era aproape evidenta insdsi. Alteori
exemplele si contraexemplele demonstreaza ca anumite rezultate nu pot fi
substantial imbunatitite dacd se sldbeste prea mult ipoteza, derivand de aici
necesitatea ca teoria si fie aplicata si utilizatd cu extrema exactitate.

in cele ce urmeaza vor fi prezentate unele rezultate de analizi, ele Insele
interesante sau care conduc uneori la concluzii surprinzatoare.

12.1. Completiri si preciziri teoretice
Despre siruri de numere rationale convergente.

Se stie ci orice numadr real este limita a unui §ir de numere rationale.
Astfel, dacd un sir cu termenii numere rationale converge la un numdr irational,
sirul numitorilor sau al numaratorlor termenilor poate fi mérginit ? Dar daca
sirul este neconstant §i converge la un numar rational ?

n

12.1.1. Propozitie Dacd (7,),», €ste un sir de numere rafionale (r,, = -B—,
dn

p€Z, qeN ) convergent la un numdr irational Xxo, atunci (g,),. are
limita +oo.

Demonstratie: Presupunem ci sirul (g,),, nu are limita +ee. El admite
atunci un subsir constant nenul (g, ), - Sirul (P, ), €ste un sir de numere
intregi care nu poate si aibd limita —oo sau +oo (altfel sirul (7, ),» ar avea
limita —oo sau +oo si nu Xo cum are de fapt). Rezultd ca si sirul (P )
admite un éubsir constant. Se obtine ci girul (7,),» admite un subsir constant.

Acest subsir are o limita numr rational ceea ce contrazice ipoteza ca (r,),s €5te

convergent la numdrul irational xo. Rezultd ca presupunerea facutd a fost falsa
si deci (g, ),» are limita +oo.

Un rezultat analog se poate preciza §i pentru sirul modulului
numarétorilor.






