13. Ecuatii functionale in analiza matematica

Multe dintre ecuatiile functionale care au fost studiate pana in prezent,
au aparut in mod natural, cdutind functiile care verifici anumite proprietats
dorite. In rezolvarea unei ecuatii in care domeniul de definitie $i codomeniul au
si structuri algebrice si structuri topologice, metodele de algebra si de analiza
matematici se intrepitrund. Impunerea unor conditii suplimentare asupra
solutiilor (derivabilitate, continuitate, monotonie) permite de multe ori
determinarea tuturor solutiilor dintr-o clasa de functii, solutii care se
caracterizeaza greu in caz general.

13.1. Ecuatia lui Cauchy pe R

Ecuatia functionald considerata de Cauchy inca inainte de anul 1900, pe
cat de naturald, s-a dovedit deosebit de dificild, pardnd ca solutia "scapa printre
degete". Determinarea solutiilor discontinue (nebanale) ale acestei ecuatii a dat
de lucru multor matematicieni. Munca lor a contribuit la dezvoltarea sau
consolidarea unor domenii diverse ale matematicii: spatii vectoriale, baze
Hamel, cardinale, densitate, teoria masurii, structuri algebrice, morfisme.
Proprietitile surprinzitoare ale functiilor aditive discontinue, ofera o multime
de exemple de functii "patologice”, multe din ele contrazicand intuitia §i
demonstrand necesitatea rationamentului algebric abstract.

Definitia 13.1.1. Ecuatia functionala

©): { f:R—>R
|G+ =f0+f(y); xyeR
se numeste ecuatia lui Cauchy iar solutiile ei se numesc functi aditive.
Teorema 13.1.2.Daci f:R — R este o funcie aditiva, atunci:

(a) f(q)=gqf (1), pentru orice g€ Q

(b) f(gx)=qf (x), pentru orice g€ Q si x€ R
(c) Functia g:R— R, g(x)=f(x)— f(1)-x, xe R este functie aditiva

si restrictia ei la Q este g|,=0.

Demonstratie. Din conditia f(x+y)=f(x)+f(y); x,yeR, prn
inductie rezultd f(x, +x, +...+x,)= f(x)+ f () +...+ f(x,) si in particular
f(nx)=nf(x); n€N

f(0)=0

f=nx)+ f(nx) = f(O) 0 deci f(—nx)=-nf(x).



Deci f(kx)=kf(x); ke Z, xeR. L
Avem: f(x)= f(-{+...+£)=nf[—{], deci f(i]=i f(x) si
n n n n

n
f[_mi]=lf(mx)=f‘_f(x); mneZ. n#0, xeR, deci f(gx)=gf(x);
n n n
xeR, geQ. ' : '

Pentru x=1 obtinem f(g)=gf (1), g€ Q, deci punctele (a) si (b) din
teorema sunt demonstrate. '

(©) Din (a) f(g)=gf(); g Q, deci f(q)=f(g)~gf)=0. Avem
Cg(x+y)= fx+ -+ NfD=fO) - D+ -y D)= g(x)+g(y)
x,y€ R, deci g este aditiva.

Observatia 13.1.3. ¢ Din (a) rezulta ca restrictia la Q a unei functii
aditive este perfect determinatd de valoarea f(l). (Daca f:R—R si

g :R — R sunt functii aditive cu proprietatea f(1)= g(1) atunci flo=glo)-

e Din punctul (c) rezulti ca orice functie aditiva f:R—>R este de
forma f(x)=g(x)+ax, unde g:R-—> R este functia aditiva §1 gl,=0, deci
clasa functiilor in care se cautd solutiile ecuatiei lu1 Cauchy se poate restrange la

functiile ce au restrictia la Q, functia nula.
Teorema 13.1.4. Daci g:R — R .este o functie aditiva si g|o=0,

atunci pentru orice interval nevid (a,b) c R avem:

a) Daci g este marginitd pe (a,b), atunci g este marginita pe R.

b) g((a,b)) =g(R).

¢) Daci g este marginita pe (a,b), atunci g =0.

d) Dacd g #0, atunci multimea g((a,b)) este densa in R.

Demonstratie. Afirmatia a) este o consecinta a afirmatiei b).

b) Fie y, = g(x,)€ Img = g(R) s§i g un numar rational din intervalul
(a—x,,b—x,). Atunci Xx, +g€ (a,b) si  g(x,)+g8(q)=g(x,), deci
Yo = 8(xy +q)€ g((a,b)) .

¢) Presupunem prin absurd cd existd x, € R astfel ca g(x,)#0.Din
g(nxy) =ng(x,), neN rezultd ci multimea {g(nx,)|n€ N} este nemarginita,
deci g(R) este nemdrginitd si din punctul a) rezultd ci g este nemarginita pe
(a,b).

d) Fie x, € R astfel ca g(x,)# 0. Folosind punctul b) este suficient sa
aratim ca Im g = g(R) este densd in R. '



Fie I — R un interval de lungime € >0 . Existd ne N astfel ca
1 1
l——g(xo) <E& ‘g(——x{,]
n n
; 1 k " 5y
Multimea <kg xo kel gl —x, ke Z; formeaza o diviziune
n

echidistanta a axei reale, cu distanta intre doud noduri consecutive mai mica
decat €, deci in orice interval de lungime mai micd decat €, in particular in /,

<&

N Lol LA ) iy, S k
existd un nod al diviziunii, deci exista k€ Z astfel ca g[—-x,:J ]e &
' n

Observatia 13.1.5. Dacd g:R — R este o functie aditiva §i g|o=0,

atunci Img = {0} sau Img este o multime densa in R.

Teorema 13.1.6. Daca f:R — R este o functie aditivd i are una din
urmatoarele proprietati:

a) f este marginitd pe un interval (a,b) CR

b) f este local marginita

¢) f este monotonad

d) f este continua
atunci f(x)= f(Dx,(V)xeR.
_ Demonstratie. a) Dacd f este marginitd pe (a,b), atunci functia
g:R—=R, g(x)= f(x)=xf(1) este marginitd pe (a,b) si din Teorema I,
punctul e), g este aditiva si g |,=0.

Din teorema 2, punctul ¢) rezultd ca g =0, deci f(x)=xf(1), xe R.

b) Daci f e local mirginitd, atunci pentru orice x, € R existd un interval
(a,b) c R astfel ca x,€ (a,b) si g este marginitd pe (a,b), deci suntem in

ipoteza a).
¢) Daca f este monotona si a <b , atunci
f(a,b)) C f(la,b])=[A,B],
unde A=min{f(a),f(b)} si B=max{f(a), f(b)}, deci f este marginitd pe
(a,b) sisuntem in ipoteza a).

d) O functie continud transforma intervale inchise in 1ntervale inchise.
Dacd a <b, atunci f((a,b)) C f([a,b])=[A,B}, unde

A=min{f(x)|x€ [a,b]} si B=max{df(x)|xe[a,b]},
deci f((a,b)) este mirginitd si suntem in ipoteza a).
Definitia 13.1.7. O functie discontinui f:R—R care verifica
ecuatiile Cauchy f(x+y)= f(x)+ f(¥), x,y€ R se numeste functie Hamel.



Urmitoarea teorema pune in evidentd cateva proprietiti "patologice" ale
tuturor functiilor Hamel. _ - ‘
Teorema 13.1.8. Dacid f:R — R este o functie Hamel s1 q, b, ¢, d sunt

numere reale cu a<b, ¢<d , atunci:
- (a) Multimea f((a,b)) este densd in R.

(b) Multimea f '((c,d)) este densd in R.

(c) Multimea G, < R? (graficul functiei f), este densa in R”.

Demonstratie. Fie functia g:R—> R, g(x)= f(x)—xf(1), xe R, care
este aditiva i restrictia g |,=0. Deoarece f este discontinud (functie Hamel),
existi x,€ R\Q astfel ca g(x,)=y,#0. Multimile {gy,|geQ} si
{qg'+gx, | g€ Q} sunt dense in R, deci oricare ar fi intervalele (c,d)CR si
(a,b) c R, existd ge Q astfel ca gy, € (c,d) siexistd g'+gx, € (a,b) .

Avem g(g'+gx,) = qy,, deci multimea g((a.b)) este densa in R.

(a) Dacid f(1)=0, atunci f =g, deci f((a,b))= g((a,b)) este densa.

Dacd f(1)=k #0, atunci multimea f((a,b)) este densa, dacd si numai

dacd multimea % ¥ 3 ((a,b))-——(% 3 )((a,b)) este densd, deci putem presupune
f)=1.

‘Existd un interval (a,,b)C(a,b) astfel ca b -ag <d-ce
c—a, <d—-b,. Deoarece multimea g((a,,b,)) este densd, existd x;€ (a,,b,)
astfel ca g(x,)€ (c—a,,d—b,).

“Avem f(x,)=g(x,)+x,€(c—a,+a,,d-b +b)=(c,d).

(b) Din punctul (a), multimea f((a,b)) este densd in R pentru orice
a<b,deci f((a,b))N(c,d)#D < ' ((c,d) " (a,b)#D .

(¢) Din (a) si (b) rezulta cd@ pentru orice dreptunghi
(a,b)x(c,d)c RxR, avem f{(a,b))N(c,d)# D, deci
G; N(a,b)x(c,d)+ 2.

Observatia 13.1.9. Dacdi f:R—R este o functie aditiva,
Kerf ={xe R| f(x)=0} este nucleul functiei f, Imf ={f(x)|xe R} este
imaginea functiel f, atunci:

(a) Kerf ={0} sau Kerf este densd in R.

(b) Im f ={0} sau Im f este densd in R.

(c) Daci f este neinjectiva <> Kerf este densd in R.



(d) Dacd f este neinjectivd, atunci toate multimile de nivel
N,={xeR|f(x)=y}, ye Imf, sunt dense in R.

Observatia 13.1.10. Pe submultimi ale lui R se pot considera alte
ecuatii "de tip Cauchy" ca f(x+y)=f(x)f (), fGy)=f(x)+f(y) sau
f(xy)=f(x)f(y), care prin substitutii adecvate se pot reduce la ecuatia lui
Cauchy.

Rezolvarea unor astfel de ecuatii, in ipoteze mai tari, ca de ‘exemplu
derivabilitatea devine foarte usoari.

in ecuatia lui Cauchy, derivdm in raport cu y si obtinem:

['(x+y)=f'(y) =x/yeR

Daca facem y =0 rezultd f'(x)= f'(0)=c si f(x)=cx+d, xeR.

Intorcandu-ne in ecuatie obtinem d =0, deci solutiile derivabile sunt
f(x)=cx, xe R unde ce R este o constanti arbitrari.

13.2. Ecuatia lui Jensen

Interesul pentru ecuatia functionald a lui Jensen, parvine din studiul
functiilor convexe, des folosite in teoria aproximirii, functii definite prin
inecuatia lui Jensen.

Fie I C R un interval (multime convexa)

Definitia 13.2.1. Ecuatia functionala

f:I1->R
7 f(x+ y]____ fX)+ (), x,yel

2 z

se numeste ecuatia lui Jensen (pe intervalul I).
Observatia 13.2.2. O functie f:I — R care verifici inecuatia lui

. 5L )
Jensen: f [x; 2 )s ! (I)Zf ) se numeste convexad (mai precis 5 convexa, J

convexa sau Q convexi).

Pentru rezolvarea ecuatiei J sunt utile urmatoarele observatii:

Observatia 13.2.3. (a) Daca f este solutie a ecuatiei J atunci pentru
orice c€ R, functia f+c este de asemenea solutie a ecuatiei J, deci este
suficient sa cdutdm doar solutiile care intr-un punct dat iau o valoare dati.

(b) Dacd x,e [ verificd ecuatia J pe I atunci functia g:I/, >R,

g(x)=f(x+x,), xel, verifici ecuatia lui Jensen pe intervalul



=] -x,={x—x,|x€ I}. De aici rezulti ci este suficient sa rezolvam ecuatia

1u1 Jensen pe intervale care contin originea.
(¢) Dacd Oe I si notaim cu J, ={f,:1 —R|f verifica J 51 f,(0)=0}

atunm multimea solutiilor ecuatlel Jensen este
={ fy¥etfyedyceR}:

(d) Dacd O0el st foeJ atunci pentru orice x€l si n€ N avem

) Jolx}
o)

(Daci in ecuatia J punem y =0 rezulta fo[g—}

fo(X)
2n+]
(¢) Functia f:I—R este solutie a ecuatiei J pe intervalul /, daca si

cgalitatea:

si prin inductie

fo(X)
2

)-

inlocuind pe x cu -;— obtinem: fo( S ]

f

numai daca functia f;:/, > R

fo(x)=f(x+x0)—f(x0), x€ I,

este solutie a ecuatiei Jensen pe intervalul /1, =1-x, si verifica relatia

f:(0)=0.

(f) Orice functie aditiva verifica ecuatla lui Jensen pe orice interval

( f[z 2) f(§)+ f[ﬂ: ), fO) _ @+ o

2 2 2 2
f[x*ry}:f(xﬁf(y) ,

2 2
(g) Orice functie de forma f(x)=g(x)+c, xel cu ce R o constanta

arbitrard, verifica ecuatia lui Jensen.

Vom vedea in continuare ci singurele functii care verifica ecuatia J sunt
cele de la (g).

Teorema 13.2.4. Dacd functia f,:(—a,a)— R verificd ecuatia lui

Jensen si f,(0)=0, atunci existd o unicd functie aditivd f,:R—R astfel ca
restrictia f, |_,.= fo-

i Ge)

1
> $f0

Demonstratie. Din observatia 13.2.3.(d), avem: fﬂ[z)

fiind solutie a ecuatiei J



fo{x+y):f0(X)+f0(y)’ deci fo(x+y)=f0(x)+fo(y), adica funcgia fo

2 2

este aditiva pe intervalul (—a,a) . _
Daca f, este aditiva atunci f(2"x)=2" f(x) pentru orice n€ N si orice
x€ R . Ludm intervalele D, =(-2"a,2"a), ne N si prelungim f, de la (-a,a)
la D, prin relatia f,(2"x)=2" f,(x), unicul mod de prelungire ca f, sd fie

aditivd. Cum LJD,T =R, rezulta ca obtinem functia f; ca unica functie aditiva

neN

a cdrei restrictie la (—a,a) este functia f,.

Folosind teorema 13.2.4. s1 observatia 13.2.3.(e) obtinem:
Teorema 13.2.5. Functia f :[a,b] — R verifica ecuatia

f[x+y]:f(x)+f(y),

2 -
pentru orice x, y€ [a,b], dacd s1 numai daca existd o functie aditivd g:R— R
si 0 constantd reald ce R astfel ca:
f(x)=g(x)+c, xela,b]
Corolarul 13.2.6. Functia f:R — R verificd ecuatia lui Jensen
f(x+y): fO)+f)
2 2
daca si numai dacd functia g:R— R, g(x)= f(x)— f(0), xe R, verifica
ecua;ia lui Cauchy |

, x,ye€R

glx+y)=g(x)+g(y), x,yeR
Corolarul 13.2.7. Singurele functii continue (monotone, local
marginite) f :(a,b) — R care verificd ecuatia

Y Y f ) filR)
1)

, X,Y€ (a,b)
> yeti

sunt functiile polinomiale f(x)=cx+d, x€ (a,b) unde c s1 d sunt constante
reale arbitrare.

13.3. Ecuatia lui D'Alembert

Ecuatia functionala

A_{f:Rm)R

fx+y)+fx=y)=2fx)f(y), x,yeR



este cunoscutd sub numele de ecuatia cosinusului sau ecuatia lui D'Alembert.
Rezolvarea ei fara restrictii este complicatd §i nu ne vom ocupa de ea aici. Ne
propunem s determindm doar functiile continue care.verifici ecuatia (A).

Daca punem in ecuatie y=0, rezultd 2f (x)=2f(x)f(0), din care,
dacd feste neconstanti ( f #0 si f #1), rezultd f(0)=1.

Dacad punem x=0, rezulta f(-y)= f(y), y€ R, deci solutiile sunt

functii pare.
Daca punem x =ny , rezulta
f(n+Dy)=2f(y)f(ny)— f((n-1)y) (1)
Dacé in (1) punem x =y, rezultd f(2x)+ f(0)=2(f(x))?*, in care dacid

facem t =2x, obtinem:

)Y _f@+]
e

(ecuatia verificatd de functiile cos gi ch).
Deoarece f(0)=1, existd un interval [-a,a] astfel ca f(x)>0, pentru

orice x€ [-a,a]. ;

In continuare diferentiem doui cazuri (inspirate de solutiile cos gi ch).

Cazul 1. Dacd 0< f(a)< f(1), atunci existd ce {O, g—] astfel ca
f(a) =cosc. Din relatia (2), prin inductie se arata c: _ _
a c ' |
— |=cos—, x€eN. 3):
2)-ons »
Din (3) folosind relatia (1) se arata prin inductie ci:
f(Ekn—a) = co{—;—n-c} pentru orice k,n€ N.
Deoarece multimea { =-é]—c;-a |ke N,ne N } este densa in [0,ee] si f

este continua, rezulta:
f(x)=cosbx, xeR.

Cazul 2. Dacd f(a)>1, existd ¢>0 astfel ca f(a)=chc. La fel ca in
cazul 1, se aratd ca singura solutie continua este f(x)=chbx, x€ R, de unde

L ,
a

In concluzie obtinem



Teorema 13.3.1. Functiile continue ce verificd ecuatia lui D'Alembert

sunt:
fi=slof ) seoshby, . x€R . 51 flx)=chbx, xR,

unde b€ R este o constanta arbitrara.

Observatia 13.3.2. Determinarea solutiilor in 1poteza ca functiile f sunt
de doua ori derivabile este mult mai simpla.

Derivdm in ecuatie in raport cu x, respectiv cu y de doud ori si obtinem
relatiile:

- frx+y)+ i (x=y)=2f"(x)f(y)

[xAn+ " x=y)=2f()f"(y)

deci f"(x)f ()= f(x)f"() siobtinem f"(x)=af (x).

Dacd a=-o’ rezulti f(x)=bcosmx+ csin®x.

Dacd a =’ rezulta f(x)=bchwx + cshwx .
Impunand acestor functii condititle f(0)=1, f(—x)= f(x) rezultd
f(x)=coswx sau f(x)=chwx, xe R.

13.4. Ecuatia lui Pexider

In unele ecuatii functionale, apar mai multe functii necunoscute, un tip
"de astfel de functii fiind ecuatiile de tip Pexider.
Definitia 13.4.1. Dacd f:R—>R, g:R—>R si h:R— R sunt

func;n atunci ecuatia functionald:;
: (P): f(x+y)=g(x)+h(y), x,yeR
se numeste ecuatia lui Pexider cu functiile necunoscute f,g si k.
Teorema 13.4.2. Functiile f,g si & verificd ecuatia lui Pexider (P)
dacd si numai daci existd o functie aditivi f, : R— R si constantele a,b€ R
astfel ca:
f=f+va+b g={,+a, h=f+}.

Demonstratie. Daca f, g, 4 sunt de forma datd avem:
fx+y)=fox++a+b=f,(x)+ fo(y)+a+b=
=(f()+a)+(f()+b) = g(X) +h(Y).

Reciproc. Dacd punem in (P) y=0 rezultd: f(x)=g(x)+h(0) si
notdnd A(0) =b rezultd g(x)= f(x)—b.

Daci punem in (P) x =0 rezulti f(y)= g(0)+h(y) si notdnd g(0)=a
rezultd h(y) = f(y)-g(0). Inlocuind g $1 h in (P) obtinem:



fx+y)=f(x)-b+ f(y)—a, xyER. _
Daci facem substitutia f(x)= fy(x)+a+b ‘obtinem pentru noua functie

f, ecuatia: ]
fo(x+ )= fol+ fo(p), xyeR
deci f, este functie aditiva s1 atuncl

fi=fl0tath,  gX)= F(x)ra, Bx)= folX) 4D

pentru orice x€ R.

Observatia 13.4.3. Daci functiile /, g, h verifica ecuatia (P) si una din
cle este functie continud, atunci toate cele trei functii sunt functii continue.

Corolarul 13.4.4. Functiile continue f, g, h care verifica ecuatia lui
Pexider (P) sunt:

f(x)=cxt+a+b, g(x)=cx+a, h(x) =cx+b

pentru orice x€ R, unde 4, b, ¢ sunt constante reale arbitrare.
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