13. Ecuatii functionale in analiza matematica

Multe dintre ecuatiile functionale care au fost studiate pana in prezent,
au aparut in mod natural, cdutind functiile care verifici anumite proprietats
dorite. In rezolvarea unei ecuatii in care domeniul de definitie $i codomeniul au
si structuri algebrice si structuri topologice, metodele de algebra si de analiza
matematici se intrepitrund. Impunerea unor conditii suplimentare asupra
solutiilor (derivabilitate, continuitate, monotonie) permite de multe ori
determinarea tuturor solutiilor dintr-o clasa de functii, solutii care se
caracterizeaza greu in caz general.

13.1. Ecuatia lui Cauchy pe R

Ecuatia functionald considerata de Cauchy inca inainte de anul 1900, pe
cat de naturald, s-a dovedit deosebit de dificild, pardnd ca solutia "scapa printre
degete". Determinarea solutiilor discontinue (nebanale) ale acestei ecuatii a dat
de lucru multor matematicieni. Munca lor a contribuit la dezvoltarea sau
consolidarea unor domenii diverse ale matematicii: spatii vectoriale, baze
Hamel, cardinale, densitate, teoria masurii, structuri algebrice, morfisme.
Proprietitile surprinzitoare ale functiilor aditive discontinue, ofera o multime
de exemple de functii "patologice”, multe din ele contrazicand intuitia §i
demonstrand necesitatea rationamentului algebric abstract.

Definitia 13.1.1. Ecuatia functionala

©): { f:R—>R
|G+ =f0+f(y); xyeR
se numeste ecuatia lui Cauchy iar solutiile ei se numesc functi aditive.
Teorema 13.1.2.Daci f:R — R este o funcie aditiva, atunci:

(a) f(q)=gqf (1), pentru orice g€ Q

(b) f(gx)=qf (x), pentru orice g€ Q si x€ R
(c) Functia g:R— R, g(x)=f(x)— f(1)-x, xe R este functie aditiva

si restrictia ei la Q este g|,=0.

Demonstratie. Din conditia f(x+y)=f(x)+f(y); x,yeR, prn
inductie rezultd f(x, +x, +...+x,)= f(x)+ f () +...+ f(x,) si in particular
f(nx)=nf(x); n€N

f(0)=0

f=nx)+ f(nx) = f(O) 0 deci f(—nx)=-nf(x).






