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Solutii si Bareme

Subiectul 1. Fie ABC si AM N doua triunghiuri direct asemenea
cu AB = AC si AM = AN, avand interioarele disjuncte. Fie O cen-
trul cercului circumscris triunghiului M AB. Demonstrati ca punctele
O, C, N, A sunt conciclice daca si numai daca triunghiul ABC' este
echilateral.

Solutie. Fie m(£ZBAC) = «. Consideram rotatia de centru A
si unghi . Din ipoteza avem ca B este dus in C, iar M este dus
in N. Prin urmare triunghiul BAM este transformat in triunghiul
CAN (din direct asemanare), si implicit O este dus in O’ centrul
cercului circumscris triunghiului CAN. In plus avem ZOAO' = « si
OA =0 A . 3p

Conditia ca O, C, N, A sa fie conciclice se traduce prin O'O = OA
(caci O" este centrul cercului circumscris triunghiului CAN). Dar
OA = O'A, deci triunghiul O’AO ar trebui sa fie echilateral, prin
urmare « = 60°, si deci triunghiurile ABC si AM N sunt echilaterale.

.................................................................. 3p
Relatiile de mai sus se pastreaza si in directie inversa, deci prob-
lema este rezolvata. .......... .. 1p

Subiectul 2. Fie p un numar prim, p > 5. Determinati numarul
polinoamelor de forma

o dpt L prt 1, k>1 kle{1,2,---,p—1},
care sunt ireductibile in Z[X].

Solutie. Fie fy,(z) = aP+px"+pa'+1,k > 1, k,l € {1,...,p—1}.
Daca numerele k si [ au paritati diferite, atunci fi;(—1) = 0. Pentru
ca firi(x) sa fie ireductibil in Z[X] este necesar ca numerele k si [ sa
aiba aceeasi paritate; .......... . 1p
atunci

froalr — 1) = 2P + prg(x) + p((=1)* 4+ (=1)") = 2P + prg(z) £ 2p,

unde g(x) € Z[X|. oo Ip



Conform Criteriului lui Fisenstein, fy;(x — 1) este ireductibil in
Z[X], deci si fi(x) este ireductibil In Z[X]. ...... ... 4p
Prin urmare, numarul de polinoame fi;(x), ireductibile in Z[X],
este egal cu numarul de perechi (k, 1), in care k, [ sunt numere distincte,

de aceeasi paritate, in multimea {1,2,...,p — 1}. Numarul de astfel
de perechi este
o7 _ (P=1p-3)
2 4

Observatie. 1deea de a face transformarea x — x — 1 este sugerata
de metoda utilizata de Gauss pentru demonstrarea ireductibilitatii
polinomului ciclotomic de ordin p

pp(r) =aP P+ P2 o+ L

Solutie alternativa. Ca in solutia anterioara observam ca daca
k si | nu au aceeasi paritate, polinomul fj;(x) este divizibil cu x + 1,
deci nu este ireductibil.

Putem reduce modulo p, si obtinem in Z,[X] polinomul redus

fkl(ﬂl’) =2’ +1=(z+1),

pentru ca (p) = 0 (mod p), pentru orice i = 1,2,...,p — 1. Prin
i

v

urmare, daca fi;(z) = g(z)h(z) In Z[X], avem, reducand in Z,[X], ca
gl@) = (x+ 1), hl@)=(@+1)'", 1<r<p-L

Revenind inapoi in Z[X] rezulta ca exista polinoamele g;(x), hi(z) in
Z[X] astfel incat

g9(x) = (x+1)" +pgi(x), h(x) = (x+ 1"+ phi(z),
prin urmare
fra(@) = (z + 1" +p(gr(2)(x + 1) + (@) (x +1)7) + P’ g1 () ha (@).
Luand in relatia de mai sus x +— —1 obtinem
firi(=1) = Pgi(=Dhi(=1) = (=1)" + p(=1)" + p(=1)' + 1 = £2p,

contradictie.

Subiectul 3. Fie a,b numere naturale nenule astfel incat pentru
orice numar natural n avem a” 4+ n | b" + n. Demonstrati ca a = b.



Solutie. Sa presupunem ca b # a. Luand n = 1 avem ca a + 1
divide b + 1, deci b > a. Fie p > b un numar prim, si fie n un numar
natural cu proprietatea ca

n=1 (modp—1) § n=-a (modp).

Un astfel de n exista in baza Teoremei Chineze a Resturilor (putem

evita folosirea Teoremei Chineze a Resturilor, observand ca numarul

n=(a+1)(p—1)+ 1 are aceasta proprietate). .................. 4p
Din Teorema lui Fermat, avem ca

a*=ala”'---aP)=a (mod p),

i deci @" +n = 0 (mod p). Deci p divide numarul a™ + n, deci si
pe b™ 4+ n. Dar, folosind din nou Teorema lui Fermat, obtinem ca
"+n=b—a mod p. ... 2p

Rezulta ca p | b — a, care este o contradictie. ................. 1p

Observatie. Primul lucru care ne vine in minte este de a arata
ca a ¢ b au aceiagi divizori primi. Acest lucru este usor de stabilit
folosind Teorema lui Fermat sau Teorema lui Wilson. In orice caz nu
cunoagtem nici o solutie in spiritul acestei idei.

Pentru ca concluzia sa ramana adevarata nu este suficient ca

a"+n|b"+n

sa fie adevarata pentru o infinitate de valori ale lui n. Intr-adevar,
daca luam a = 1 gi b > 1, atunci relatia data de divizibilitate este
adevarata pentru o infinitate de valori n de forma p — 1, unde p > b
este un numar prim.

Subiectul 4. Se dau numerele reale aq,as,...,a,, astfel incat
la;| <1 pentru orice i = 1,2,...,nsia; +as+ -+ a, =0.
a) Aratati ca exista k € {1,2,...,n} astfel incat

2%k +1
lay + 2a3 + - - + kag| < I‘

b) Sa se arate ca pentru n > 2 inegalitatea nu se poate imbunatati.

Solutie. a) Putem presupune a; > 0, altfel daca a; = 0, k = 1
este solutie, iar dacd a; < 0 lucrdm cu multimea {—a; | i = 1,n}.

k
Sa definim sy = 0, si sk:Zz’ai, unde k =1,2,...,n. ....... 1p
i=1
Atunci a5 = %, de unde
- Sno N~ Sk
0= = — —_.
;ak n +;k(k+1)

3



.................................................................. 1p
Deoarece s1 = a; > 0 rezulta ca exista (un cel mai mic) k astfel

incat s < 0. Atunci

k Z ]kak| = |5k — Skfl‘ = Sk—1 — Sk = |Sk71‘ + ‘Sk‘
2k—1)+1 2k—1 2k +1
Daca in acelasi timp |sg_1| > ( 1 )+ =1 si|sk| > 2_
rezulta
| I+ |>2k—1+2k‘+1 i
Sk s =
k—1 k 4 4 )
contradictie cu relatia anterioara. .................. ... ... ... ..., 3p
b) Vom trata separat cazurile n impar gi n par.
CazuL L. n impar (n > 1). Luam
31
i fi=1ln — _7_7_171a_1a17_17"' .
{aiyizy, {4 1 }
Atunci se obtine sirul
(s} 35 79 1113 15
ifi=1n — 4747 4747 4747 47
.................................................................. 1p
CazuL II. n par (n > 2). Luam
1 1
ifi=ln — 17_)_]—7__717_1717_17”' .
{aifit { 8 8 }
Atunci se obtine sirul
5 7 911 13 15 17
ifi=ln — 17_7__7__7_7__7_7__7"' .
{sifima, {4444 144 }
................................................................. 1p



