Clasa a XII-a
Solutii

Problema 1

a) rang(A) = n implica A inversabild; rang(AB) < rang(B) = r si rang(AB) >
rang(A~1AB) = rang(B) = r, deci rang(AB) = r.

b) Fixam A € S, si consideram f : S, — S,, f(X) = AX. A inversabila implica f
injectiva (S, este finita), implica f bijectiva.

Atunci S =) ycg X =) ycg AX = AS deci (A—-1)S =0 (*).

Mai dovedim ca exista A, € S, astfel ca A, — I € S,, (deci S = 0). Construim A,
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Punctaj recomandat: a) 3 puncte; b) ecuatia (*) 2 puncte; finalizare 2 puncte.

Problema 2

f verifica proprietatea din enunt implica f — ¢ verifica aceeasi proprietate pentru
c € R. Consideram

1
h(z) = f(z) - / f(t)at.
Relatia devine

1
/ h(z)g(x)dz = 0, Vg ca in enunt. (%)
0

Daca exista xg € (0,1), h(xg) # 0, luam V = [xg — €,29 + €] C (0,1) pe care h are semn
constant, functia g(z) = (z — 29)? — €% pentru z € V si g(x) = 0 altfel, d& contradictia.

Punctaj recomandat: reducerea la (*) 2 puncte; reducerea la o vecinatate a lui xg, 3
puncte; finalizare 2 puncte.

Problema 3

a) (k,p) = 1 implica existenta a,b € Z cu ka + pb =1 deci (k14)(ala) = 14.

b) x =y =14 implica 14 = b € B.

c) Daca A necomutativ, exista z,y € A, b € B\ {la} cu zy = byx. De aici rezulta
x+kly iy nu comuta pentru orice k =0,1...,p—1gi cum B\ {14} are p— 1 elemente,
existd s <rin {1,2...,p— 1} sia € B\ {14} astfel incat (z +rla)y = ay(x +rly) si
(x+sla)y=ay(x+sla). Notand z =z +slasit=r—se {1,2...,p— 1} avem



zy = ayz §i (z+tla)y = ay(z +tly). deci y = ay adicd zy = ayz = yz. Rezulta
(x+sla)y =y(x+ sly) de unde zy = yx, fals.
Punctaj recomandat: a) 2 puncte; b) 2 puncte; ¢) 3 puncte.

Problema 4

a) Derivand relatia obtinem

f(z) = af(ax) + bf (bx),

oricare ar fi z € [0,1]. Notand M = sup,co 1) |f(t)], avem [f(z)] < (a + b)M, adica
M < (a+b)M, deci M = 0.
b) Daca z( este un punct de maxim al lui f,

f(xo) = af(axo) + bf (bxo) < (a +b)f (o),

deci ax( este punct de maxim. Iterand, a"z este punct de maxim, deci 0 punct de maxim.
Analog x1 punct de minim al lui f implica ax; punct de minim, deci 0 punct de minim,
deci f = constant.

Punctaj recomandat: a) 2 puncte; b) considerarea punctului de extrem (maxim sau
minim) 2 puncte; finalizare 3 puncte.



