Clasa a X-a
Solutii

Problema 1

Numaram progresiile in funtie de valorile posibile ale ratiei. Progresiile cu ratia 1
sunt {1,2,3},{2,3,4},...,{n—2,n—1,n}, in numar de n — 2. Progresiile cu ratia 2 sunt
{1,3,5},...,{n —4,n — 2,n} in numar de n — 4. Daca n este par, n = 2k, ratia maxima
este k — 1 gi sunt 2 progresii de ratie k —1: {1,k,2k — 1}, {2,k + 1,2k}, deci numarul total
de progresii este 2+ 4+ ---+2(k—1) =k(k —1).

Daca n este impar, n = 2k + 1 ratia maxima este k gi avem o singura progresie de
ratiei k; {1,k + 1,2k + 1}. Numarul total de progresii este 1+ 3 +--- + (2k — 1) = k>,

n

In ambele cazuri numarul total de progresii poate fi dat si prin formula [5} [”T_l]

Punctaj recomandat:

Solutie completa, cu aflarea numéarului progresiilor in funtie de [n/2] sau paritatea lui
n: 7 puncte.

Punctaje partiale:

a) Calculul numarului de progresii doar pentru n par sau n impar: 3 puncte; b)
Calculul numarului progresiilor care au in mijloc un numar dat: 3 puncte;

c¢) Calculul numarului de ratii posibile: 1 punct;

d) Numararea progresiilor cu o ratie particulara 1 punct.

Se pot aditiona numai punctajele partiale a) + ¢) sau b) + ¢).

Problema 2

Vom arata ca pentru orice n > 3, exista astfel de numere. Intr-adevar, pentru n = 3
avem

3!- 5! =6l
Sa presupunem ca pentru un n oarecare exista a; < as < ... < a,, astfel incat
ar!-as! .. can—1! = a,!.
Fie b = a,! — 1. Atunci a,, < b si
ar!-agl .. ap—1! bl =ay,! - (a,! — 1) = (ap!)!

Astfel, renotand b = a,,, a,! = a,41, avem
apl-agl-. . can_1!an! = apgq!

(De exemplu, din 3! - 5! = 6! = 720, obtinem 3! - 5! - 719! = 720!, etc.)

Punctaj recomandat:
Solutie completa 7 puncte.
Puncaje partiale:



a) Exemple de tipul a!b! = ¢!: 2 puncte;

b) Ideea de a incerca inductia: 1 punct;

c) Raspunsul n > 3 fara demonstratie: 1 punct.
Punctajele partiale nu se cumuleaza.

Problema 3

Notim AB = z,AC = y,AD = z. Atunci MN = % si din MN - AB =
MN ~C—D):Oob§inern

xz—l—xy—xQ:o

*
y?— 2 —ay+az=0. (*)

Scazand egalitatile obtinem

22 = (LL‘ - y)27

de unde rezultds AD = BC. Adunand egalititile obtinem y? = (z — 2)?, adicd AC = BD.
Folosind a doua perpendicularitate din enunt obtinem si AB = CD.

Punctaj recomandat:

Introducerea vectorilor si calculul vectorilor de tipul MN: 1 punct

Utilizarea produsului scalar pentru perpendicularitate si obtinerea relatiilor (*): 2
puncte

Finalizare: 4 puncte.

Orice alta solutie sintetica corecta se va nota corepunzator. De exemplu, folosirea
teoremei medianei pentru a arata egalitati de triunghiuri cu o latura comuna: 3 puncte,
finalizare: 4 puncte.

Problema 4
Presupunand (cosnx + isinny)(cosx + isiny) = cos(n + 1)x + isin(n + 1)y obtinem
sin x sin nx = sin y sin ny (%)

Daca x < y atunci sinz < siny si deci |sinnx| > |sinny|. Din egalitatea (cosz+isiny)" =
cosnx + ¢ sinny trecand la module, obtinem

(cos® x 4 sin® y)™ = cos® nx + sin® ny. ()

Avem atunci
22)" < (cos® x + sin? y)"

= cos® nz + sin? ny < cos

1 = (cos® z + sin

2 2

nx +sin“nx = 1,

contradictie.
Analog, daca x > y, se obtine o contradictie. Prin urmare x = y.

Punctaj recomandat:

Obtinerea egalitatii (*): 1 punct;
Obtinerea egalitatii (**): 2 puncte;
Finalizare: 4 puncte.



