TABĂRĂ DE VARĂ CRIVAIA, 30.07.2009                                                       PROF. IRINA AVRAMESCU


DIVIZIBILITATE. ECUAŢII. ECUAŢII DIOFANTICE
1. Determinaţi numerele de patru cifre a căror descompunere în factori primi este   xx  · y y ·
[image: image1.wmf]xy

 .

Soluţie.

[image: image2.png]CumXy nr.prim si pentru x = 4 avem 4* - 41 = 10496 sau y = 5,avem 5° - 15 > 9999
Sx<4siy<5 Tye{11,13,23,31,}.Dacix =1y
>3, deci nu avem solutie. Daci x=2 — y = 3 si avem 233 - 23
2484.Dacix =3 — y = 1 si avem 3° - 31 = 837, deci nu convine.





Numărul căutat este 2484.
2. Fie n un număr impar, iar [image: image4.png]


, n ∈ [image: image6.png]


 numere care împărţite la n dau câturi distincte şi resturi distincte. Arătaţi că valoarea minimă a sumei S = [image: image8.png]


 + [image: image10.png]


+ · · · + [image: image12.png]


este multiplu de 12.

Dragoş Ungureanu, elev, Iaşi

Soluţie. 
Conform ipotezei, avem: [image: image14.png]a, =n-¢, +n,a, =n-¢, +1n,.,a, =n-c, +1,,





unde {[image: image16.png]


 , [image: image18.png]


} = {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Astfel, suma S = [image: image20.png]a,+ a, ++a,



= n ([image: image22.png]c,+ec,++¢,



) + [image: image24.png]


, este minimă dacă { ([image: image26.png]€1, Cqy vees Cp



} = {0, 1, 2, . . . , n − 1}, deci

Smin = n[image: image28.png]


 + [image: image30.png]


 = [image: image32.png]..(..

———(n+1).




Cum n este impar, rezultă că (n − 1) (n + 1) se divide cu 8, deci Smin se divide cu 4.  Pe de altă parte, deoarece n, n − 1, n + 1 sunt numere consecutive, rezultă că Smin se divide cu 3. Prin urmare, Smin este multiplu de 12.

3. Radu şi Mihai joacă de mai multe ori un joc în urma căruia câştigătorul primeşte a puncte, iar cel care pierde primeşte b puncte ( a, b ∈[image: image34.png]


, a > b). Dacă scorul final este 61 − 49 în favoarea lui Radu, iar Mihai a câştigat 4 partide, aflaţi a şi b.

Adrian Zanoschi, Iaşi

Soluţie. 
Dacă notăm cu x numărul partidelor câştigate de Radu, avem: xa+4b = 61, 4a + xb = 49, de unde obţinem că (x + 4) (a + b) = 110. De aici, având în vedere că x + 4 ≥ 9 ¸si a + b ≥ 3, rezultă că x + 4 = 22 şi a + b = 5 sau x + 4 = 11 şi a + b = 10 sau x + 4 = 10 şi a + b = 11. În primul caz, avem x = 18, dar atunci xa+4b este un număr par, diferit de 61, deci această situaţie nu convine. Procedând la fel, constatăm că nici al treilea caz nu convine. În al doilea caz, găsim x = 7, a = 7

¸si b = 3, care este soluţia problemei.

4.  Fie x, n ∈ [image: image36.png]


 astfel încât x divide [image: image38.png]10"



 −1, însă x nu divide [image: image40.png]10*



 −1 pentru k < n. Să se arate că x divide [image: image42.png]10™



 − 1 dacă şi numai dacă m se divide cu n.

N. N. Hârţan, Iaşi

Soluţie. 

Dacă m se divide cu n, atunci m = 0 sau există q ∈ [image: image44.png]


 astfel încât m = nq. În primul caz, avem [image: image46.png]10™



 − 1 = 0 se divide cu x,  iar în al doilea avem: [image: image48.png]10™



 − 1 = ([image: image50.png]10™)9



 − 1 = ([image: image52.png]10"



 − 1)(([image: image54.png]10m)9?



+ · · · + 1) care se divide cu x.
Să presupunem acum că [image: image56.png]10™



 – 1 se divide cu x, m [image: image58.png]


 0 şi m = nq + r, cu 0 < r < n. De aici şi din ipoteză, obţinem că x | [image: image60.png]10™



 − 1 − ([image: image62.png]10™?



 − 1) = [image: image64.png]1079



− [image: image66.png]10™?



 = [image: image68.png]10™?



  ([image: image70.png]107



  − 1).

Deoarece din x | [image: image72.png]10"



 − 1 rezultă că (x, 10) = 1, deci (x, [image: image74.png]10™



) = 1, din relaţia precedentă deducem că x | [image: image76.png]107



 − 1, ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare, dacă [image: image78.png]10™



 – 1se divide cu x, atunci m se divide cu m.
        Numerele întregi prin care se exprimă laturile triunghiurilor pitagoreice, adică acelea ale căror pătrate sunt o sumă de doua pătrate, au căpătat numele de numere pitagoreice. Pentru matematicienii greci, care nu admiteau că ar exista alte numere decât acelea întregi, numerele pitagoreice aveau o deosebită importanţă. În şcoala lui Pitagora se cunoştea o metodă de a forma asemenea triplete de numere a,b,c, unde a=b+c. Anume, dacă n este   un număr întreg oarecare, atunci a,b,c se formau după regula: a=2n+2n+1;b=2n+1,c=2n+2n

        Într-adevăr se verifică uşor egalitatea: (2n+1)+(2n+2n)=(2n+2n+1)

        E interesant de observat că două dintre numerele pitagoreice stabilite astfel sunt consecutive. Aceeaşi problemă a fost pusă şi în şcoala lui Platon, iar soluţia pe care au dat-o platonicienii este: a=n+1; b=n-1; c=2n. Aceasta conduce la identitatea (n-1)+(n+1)=2n. Mai târziu alt matematician grec, Diophant din Alexandria, a pus problema sub forma cea mai generală, adică a cerut sa se rezolve ecuaţia a=b+c, în numere întregi. Azi o asemenea ecuaţie cu mai multe necunoscute, având ca soluţie numere întregi, se numeşte ecuaţie diofantică. 

1. G:44. Să se rezolve în 
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     Prof. Neculai Stanciu
Rezolvare:   Ecuaţiile de tipul 
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 se numesc ecuaţii diofantice, şi au soluţii dacă şi numai dacă 
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În cazul nostru, se observă uşor că 
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Soluţia generală este : 
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2. Rezolvaţi în ℤℤ ecuaţia ab 2a 3b 7 .

(OJM Harghita, 1993)

Soluţie 1
Obs. că, [image: image99.png]+Z%~>2+be{71,1}~>b773:aub:7





Soluţii: [image: image101.png]



Soluţie 2

Cum [image: image103.png]a€Z—=(7+3b):(2+b) . Dar(2+b): (2+b) = (6+3b): (2+b).Deci (7 +3b) —
(6+3b) i (2+b), 1: (2+b) si in continuare ca mai sus.





3. Să se rezolve în numere întregi ecuaţia 2x yxy 
(E:7825, G.M. 12/1982, prof. Nicolae Talău)

Soluţie 1

Avem  [image: image105.png]Z’,y#Zﬁx,2+v' Cumxsi2 €2 = - €Z 2y-2 € {-4-2-1,124 >

y € {-2,0,1,3,4, 6}.. Ommmperecmle desalum {(1 -2),(0,0),(-2,1),(6,3),(4,4), (3,6)}





4. Rezolvaţi în ℤℤ 
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2574

xy

+=

. 
Soluţie 1
Se ia 
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Rezultă că 
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Soluţie 2

Avem y este divizibil cu 2, deci are forma 2k. Ecuaţia devine x³+5k=37. Deci 5k=37-x³, de unde ultima cifra a lui x poate fi 3 sau 8, dacă e negative şi 2 sau 7 daca e pozitiv. Deci x poate fi de forma 5p+2, p întreg negativ sau 5p +3, dacă p natural. Restul calcul.
5. G:73. Să se arate că oricare ar fi numerele întregi 
[image: image117.wmf]m

 şi 
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, de parităţi diferite, există numerele întregi 
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Prof. Constantin Apostol

Soluţie:  Egalitatea dată poate fi scrisă , echivalent: 
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, de unde obţinem prin descompunere 
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. De aici se găsesc valorile 
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. Întrucât m şi n au parităţi diferite, deducem că a şi b sunt întregi: 
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6. Rezolvaţi în N × N ecuaţia   [image: image128.png]



Alexandru Negrescu, Botoşani (Rec Mat-2/2003)
Soluţie:
[image: image129.png]3
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Cum [image: image131.png](a+b+1)s5i (a+b+2)



 sunt mai mari decât a+1 şi b+1, obs. că a+b+1=3 şi a+b+2=(a+1)(b+1), sau invers.

Din  (a+1)(b+1)=4 şi a+b=2, obţinem soluţia (1,1).

Din a+b=1 şi  (a+1)(b+1)=2, obţinem soluţia (0,1) şi (1,0).
Muncă independentă
1. Se ştie că fracţia 
[image: image132.wmf]3
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, cu n număr natural impar, este reductibilă.

Aflaţi ultima cifră a numărului n.

                     
Radu Gologan G.M. Supliment cu exerciţii; Mai – Iunie 2008

2.Fie numărul 
[image: image133.wmf]ab

 , scris în baza 10 cu a ≠ 0 şi b ≠ 0.

a) Arătaţi că nr. 
[image: image134.wmf]ab

 - 
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 este divizibil cu 9;

b) Dacă împărţim numărul  
[image: image136.wmf]ba

 la suma cifrelor sale obţinem câtul 4 şi restul 12.   Determinaţi numărul 
[image: image137.wmf]ab

.

3. Determinaţi numerele naturale de patru cifre a căror descompunere în factori primi este  x y ∙ 
[image: image138.wmf]xy

∙ 
[image: image139.wmf]yx

 .
[image: image140.wmf]
                                                               ( Gheorghe Radu, Râmnicu Vâlcea  )

4. a) Cate solutii, numere naturale nenule, are ecuatia :
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b) Cate solutii intregi nenule are ecuatia de la a) ?

prof. Cristina Jiroveanu


                                                                      Liceul Pedagogic “Carmen Sylva”, Timisoara
Soluţii

1. [image: image146.png]d divide3n+2s5i7n+3 — ddivide 21n+ 145i21n+9 —d divide5,d #
15d=5o-n=1




2.
 a)  [image: image148.png]9(a—b) — demonstrat




    b)  [image: image150.png]10b+a=4a+4b+12,a+b>12-6b=3a+12, a+b>12->2b=
a+4,a+b>12 —apar,a>3.Daci a =4 — b = 4,nu convine.Dacia =
6 — b — 5,nu convine. Dacia—= 8 — b — 6. Numirul este 86.





3.

 [image: image152.png]yx prime —x,y nupot fiparesau5.— Xy € {11,13,17,31,
37,71,73,7997}.Cum 27 - 3333 = 29403 —
nu pot fi ambele cifre mai mari decat 3. Avem Ty € {11,13,17,31, 71}



. Nr sunt 3·31·13, 1·17·71, 7·71·17.
4.

a) [image: image154.png]y:12+£EN - x— 12 divizor al lui 144 six > 12, %’2>

0) .Cum 144 = 2* - 32, vom avea 15 divizori,deci 15 perechi de solutii




b) Vom avea 29 soluţii nenule pentru că x-12 nu poate lua valoarea -12, altfel x şi y ar lua valoarea 0.
TEMĂ PENTRU ACASĂ

1.Rezolvaţi în numere întregi ecuaţia: xy - 2x - 3y - 5 = 0 .
(OLM Arges, 2006, Mirela Maţincu)
2Să se rezolve în mulţimea numerelor întregi ecuaţia: [image: image156.png]



(OLM Maramures, 2006)
3. Rezolvaţi în ℕ ecuaţia 2xy + 3x - y = 9 .
(OJM Dâmboviţa, 2007, prof. Călin Burdusel)
4. Găsiţi numerele întregi x si y ştiind că  2x²+ xy + 3y +1= 0 .
(Concursul „Dan Barbilian”, 2006, prof. Gheorghe Molea)
5. Să se determine numărul de soluţii numere întregi pozitive ale ecuaţiei:

[image: image158.png]


.

(Concursul „Petre Sergescu”, 2006, Daniel Stretcu)
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