10.

Selectii probleme de sinteza
- material pentru clasa a VII-a -

Aflati cate numere naturale scrise In baza zece Indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
fiecare numar are 6 ciftre;

suma cifrelor fiecarui numar este 9;

4 dintre cifrele fiecarui numar sunt 2,0,0,4.

(OJM 2004)
Fie mul;imeaAZ{n eN*/1< \'1*'\/H < 2}
Enumerati elementele multimii A;
) \/ﬁ-‘1—\/1+\/ﬁ <1
Determinati N € N astfel incat
(OJM 2004)
Aritati ca pentru orice @ € {0,1,2,...,9} suma
—2005 —2005 —2005 —2005
S.=a  +la +2a  +..498 o divizibila cu 10.
(OJM 2005)
Notam cu m,, m,; media aritmeticd, respectiv media geometrica a nr. reale strict pozitive X s1y.

X

Daca m,+tmy=y-x, determinati valoarea raportului Y ;
Aratati cd exista o singurd pereche de numere naturale nenule diferite (x,y) pentru care m,+my=40.
(OJM 2005)
O urna contine bile albastre si bile rosii. O persoana a inventat urmatorul joc: extrage succesiv bile,
pana cand constatd ca pentru prima data numarul de bile albastre este egal cu numarul de bile rosii
extrase. La unul dintre jocuri constata ca in final au fost extrase 10 bile si ca nu exista 3 bile de
aceeasi culoare extrase consecutiv. Sa se arate ca in aceasta situatie a cincea si a sasea bilad extrasa
au culori diferite.
(OJM 2007)

Fie a si b numere naturale cu b >a > 2 Si se arate ci dacd numirul a+k este prim cu numirul
b+k, pentru orice k=1,2,...,b-a atunci a si b sunt numere consecutive.

(OJM 2007)
Fie n un numar compus. Folosind eventual faptul ca a>1 este divizor al lui n daca si numai daca
n

a este divizor al lui n, sa se arate ca exista numere naturale k>1 si aj, a,, ..., a>1 astfel ca:

1 1 1
a +a,+..ta, =N —+—+.+—
a’l a2 a'k

(OJM 2007)
n(1+l+l+...+1J > (n+1)(l+l+...+Lj,Vn eN’
Si se arate ca 2 3 n 2 3 n+1
(OJM 2008)
Intr-o scoald sunt 10 clase. Fiecare elev dintr-o clasa se cunoaste cu exact cate un elev din celelalte
9 clase. Sa se arate ca toate clasele au acelasi numar de elevi.
(OJM 2008)

Fie M = {1,2,4,5,7,8,---} multimea numerelor naturale care nu se divid cu 3. Suma a 2n elemente
consecutive ale multimii M este 300. Sa se determine valorile posibile ale lui n.



(OJM 2008)

11. Fie mneN *astfel incat 5‘(2 +3 ) Sa se arate ca (2m +3" )este divizibil cu 5.

(OIM 2009)

12. Fie a si b doua numere naturale. Sa se arate ca numarul a’ +b’este diferenta a doua patrate daca si
numai daca ab este numar par.
(OIM 2009)
Indicatii/solutii:
1. 180 numere;

2.b) ‘I_JH\/H‘ZJH\/H_I... ne 1,2}

3. (a+b)” :Ma+bn

X 1 X+Y

4a)Y 9ib) 2 a0y =80y =802 x4y =45 ge

5y_400+5y2—5x @_400+5y2—5x
unde \/5_X+\/§:20.Deaici 40 . Din 40 EQ:\/EEQ

rezulta ﬁ natural, adica Y = 5m? , X= 5n*,mneN , rezultd m+n=4 si cum n<m avem n=1 §i m=3,
deci x=5, y=45;

5. Fara a restrange generalitatea, consideram ca ultima bild extrasa este rosie. Atunci a noua este tot
rosie, altfel extragerea s-ar fi oprit dupa 8 bile. A opta bila este tot albastra, altfel ultimele 3 ar avea
aceeasi culoare. A saptea bila este rosie, altfel extragerea s-ar fi oprit dupa doar 6 bile. Acum, daca
bilele 5 si 6 sunt rosii, se obtin 3 consecutive rosii, fals. Daca bilele 5 si 6 sunt albastre, atunci
extragerea se opreste dupa doar 4 bile, contradictie. In concluzie, bilele 5 si 6 sunt diferit colorate.

6. Fie n=b-a. Din ipotezad avem (a+k,b+k)=(atk,b+k-a-k)=(atk,n)=1, oricare ar fi k=1,2,...,n. Secventa
atl, at+2, ..., atn are n numere consecutive, rezulta ca unul dintre numere se divid cu n. Atunci n=1,
altfel n nu ar fi prim cu acesta, deci numerele a si b sunt consecutive si satisfac cerinta.

7. Daca k este numarul de divizori proprii ai lui n $i cum n este compus rezultd k>1. Alegem

n n n
—_>—>.>—
I<a, <a, <...<a divizorii proprii ai lui n, atunci & & 8y reprezinti tot divizorii proprii
ai lui n, de unde rezulta concluzia.
1 1 1
X=—+—+..+— ‘ _
8. Se noteaza 2 3 N si se demonstreaza relatia obtinuta.

9. Alegem arbitrar doua clase X si Y; este suficient sd aratdm ca acestea au acelagi numar de elevi. Sa
presupunem prin absurd ca in clasa X sunt mai multi elevi decat in clasa Y. Cum fiecare elev din clasa
X cunoaste exact un elev din clasa Y, vor exista macar doi elevi din clasa X — numiti de exemplu A si
B — ce cunosc acelasi elev C din clasa Y. Atunci elevul C cunoaste din aceeasi clasa X doi elevi,
anume A si B in contradictie cu ipoteza.

10. Elementele multimii A sunt nedivizibile cu 3, deci au forma 3k+1, 3k+2, 3k+4, 3k+5, ...

11. Discutati pe ultima cifra

12. (3)(reducere la absurd: presupuneti ca ab este impar); (C)(studiaﬁ paritatile posibile ale lui a si

2 2
b si folositi (retineti) urmatorul rezultat (x+y) =(x-y) =4xy



